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Aufgabe 2.1: Normen

Es sei ‖ · ‖ eine Norm auf Kn.

(a) Zeigen Sie für alle (x, y) ∈ (Kn)2 die sogenannte “umgekehrte Dreiecksungleichung”
∣∣‖x‖ − ‖y‖∣∣ ≤ ‖x − y‖ und

folgern Sie, dass ‖ · ‖ eine stetige Abbildung ist.

(b) Es bezeichne Sn−1 := {x ∈ Kn : ‖x‖2 = 1} die euklidische Einheitssphäre. Zeigen Sie, dass die Abbildung ‖ · ‖ :
Sn−1 → R ihr Maximum und ihr Minimum annimmt. Folgern Sie, dass positive Konstanten c, C existieren mit

∀x ∈ Kn : c‖x‖2 ≤ ‖x‖ ≤ C‖x‖2.

(c) Zeigen Sie: Falls eine Folge (xn)n∈N bezüglich ‖ · ‖ konvergiert, dann auch bezüglich jeder anderen Norm auf Kn.

Aufgabe 2.2: Euklidische Vektorräume

(a) Es sei 〈·, ·〉 ein Skalarprodukt auf Kn×n. Zeigen Sie, dass die Abbildung x 7→ 〈x, x〉1/2 eine Norm ist.

(b) Zeigen Sie: Eine Matrix A ∈ Kn×n ist genau dann hermitesch, wenn für alle (x, y) ∈ (Kn)2 die Identität 〈Ax, y〉2 =
〈x,Ay〉2 gilt.

(c) Zeigen Sie, dass die Frobenius-Norm ‖A‖F :=
(∑n

j,k=1 |Ajk|2
)1/2

mit der euklidischen Norm verträglich ist und
dennoch für n ≥ 2 nicht die zu ‖ · ‖2 zugehörige natürliche Matrixnorm ist (ein Gegenbeispiel für n = 2 reicht).

Aufgabe 2.3: Spaltensummennorm

Zeigen Sie, dass die “Spaltensummennorm” ‖A‖1 := max1≤k≤n
∑n

j=1|Ajk| auf Rn×n die zur `1-Norm ‖ · ‖1 zugehörige
Operatornorm (natürliche Matrizennorm) ist.

Aufgabe 2.4: Konditionszahl

Es bezeichne X := GL(R, n) ⊆ Rn×n die Menge der invertierbaren (n× n)-Matrizen. Wir betrachten die Abblidung

inv : X → X A 7→ A−1

und eine Matrizennorm ‖ · ‖ auf Rn×n.

(a) Es seien A ∈ X und B ∈ Rn×n mit ‖B‖ < ‖A−1‖−1. Beweisen Sie

(A+B) ∈ X und (A+B)−1 =

∞∑
k=0

(−A−1B)kA−1. (Hinweis: Neumannsche Reihe).

(b) Es sei A ∈ X . Zeigen Sie: Die Abbildung inv ist bei A differenzierbar und die Ableitung bei A ist gegeben durch

D(inv)|AB = −A−1BA−1 für alle B ∈ Rn×n.

Hinweis: Zeigen Sie ‖(A+B)−1 − (A−1 −A−1BA−1)‖ = o(‖B‖) für ‖B‖ → 0.

(c) In Anlehnung an Kapitel 1 der Vorlesung definieren wir die relative Kondition von inv bei A durch

κA(inv) := ‖D(inv)|A‖
‖A‖

‖ inv(A)‖
.

Zeigen Sie κA(inv) ≤ cond(A).

Hinweis: Die Operatornorm einer Abbildung F : Rn×n → Rn×n ist definiert durch ‖F‖ := supB∈Rn×n\{0}
‖FB‖
‖B‖

Jede Aufgabe 4 Punkte.


