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Ubung Nr. 5
zur Vorlesung Einfithrung in die Numerik, Winter 2017/18

Aufgabe 5.1: Spektralradius

Es sei A € R™*™ mit Spektralradius p(A). Es ist bekannt, dass A eine Faktorisierung der Form A = T—'RT mit T regulir
und R in oberer Dreiecksgestalt besitzt. Die Diagonalelemente von R sind genau die Eigenwerte von A (Jordan-Zerlegung).

Es sei 0 < § < 1. Wir definieren folgende Matrizen

56 = 5 R R = s Ry := s Rs .= Sé_lRS(S

(a) Berechnen Sie die Gestalt der Matrix Qs, die Rs = Ro + 0Qs erfiillt.

(b) Zeigen Sie: Durch
|zlls := ||S; 'Txll2 fiiralle z € R™

ist eine Norm auf R" erklirt.

(c) Esseiz € R. Zeigen Sie fiir y := Sy ' T, dass || Az||5; = || Rsy/|2-

(d) Zeigen Sie || Az|s < (p(A) + op)||z]|s fiir die Konstante o = || R||r (|| - ||r bezeichnet die Frobenius-Norm).
Hinweis: Nutzen Sie Teil (a) und die Dreiecksungleichung.

(e) Beweisen Sie nun folgende Aussage aus der Vorlesung: Fiir jede Matrix A € R"*"™ und jedes € > 0 gibt es eine natiirliche

Matrizennorm || - || mit
I[A]le < p(A) +e.

Aufgabe 5.2: Fixpunktiteration Es sei A € R"*" mit Spektralradius p(A). Beweisen Sie folgende Aussagen.

(a) Fiir jede natiirliche Matrizennorm || - || gilt p(A4) < || 4].
(b) Esist limy_, ||A¥|| = 0 genau dann, wenn p(A) < 1. Hinweis: Sie konnen Aufgabe 5.1(e) benutzen.

Aufgabe 5.3: Energieminimierung, Energienorm

Es seien A € R™*" symmetrisch und positiv definit und b € R"™. Auf R" ist die Funktion f erklirt durch

flx) = %<=’177AI>2 — (x,b)y fiir jedes x € R"™.

(a) Berechnen Sie den Gradienten von f.
(b) Zeigen Sie fiir z € R", dass Az = b genau dann gilt, wenn f(2) = min,crnr f(2).

(c) Zeigen Sie auBerdem, dass durch ||z|| 4 := (z, Am>§/2, x € R", eine Norm auf R™ erklrt ist.

Aufgabe 5.4: éeby§év-Polyn0me (Tschebyscheff-Polynome) Fiir n € Ng sind auf R folgende Funktionen erklirt

T, (z) = %((m + Va2 =1)"+ (z — Va2 - 1)").

(a) Beweisen Sie, dass fiir alle n > 1 gilt T}, 1 (x) = 22T, (z) — Ti—1(x).
(b) Beweisen Sie: Fiir jedes n € Ny ist T}, ein Polynom (mir reellen Koeffizienten) vom Grade n.

(c) Beweisen Sie: Fiir jedes n € Ny gilt |, (z)| < 1fiiralle z € [-1, 1].

Jede Aufgabe 4 Punkte.



