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Aufgabe 9.1: Eigenwertberechnung mit dem Newton-Verfahren

Die Eigenwertaufgabe Ax = λx für A ∈ Rn×n lässt sich wie folgt als nichtlineares System für die Unbekannten x1, . . . , xn, λ
schreiben

Ax− λx = 0, ‖x‖22 − 1 = 0.

(a) Geben Sie die Newton-Iteration hierfür an.

(b) Führen Sie mindestens zwei Newton-Schritte zur Eigenwertberechnung der Matrix

A =

[
4 0
−1 4

]
mit den Startwerten x(0)1 = 0, x(0)2 = 1.5, λ(0) = 3.5 durch. Prüfen Sie, ob quadratische Konvergenz vorliegt.

(c) Gegeben sei die Matrix

A =

14 4 3
4 29 2
3 2 42

 .
Ermitteln Sie geeignete Startwerte und berechnen Sie alle Eigenpaare vonA näherungsweise (mit je 2 Newton-Iterationen).
Dokumentieren Sie auch die Residuen Ax(k) − λ(k)x(k).
Hinweis: Auftretende LGS können Sie mit beliebigen Hilfsmitteln Ihrer Wahl lösen.

Aufgabe 9.2: Globale Konvergenz des Newton-Verfahrens

Die Funktion f ∈ C1([a, b]) sei streng monoton wachsend und konvex mit f(a) < 0 < f(b). Zeigen Sie, dass für jeden
Startwert x0 rechts der eindeutig bestimmten Nullstelle x die Näherungen xk des Newton-Verfahrens monoton von rechts
gegen x konvergieren.

Aufgabe 9.3: Gedämpftes Newton-Verfahren

Die Abbildung G : Rn → Rn sei gleichmäßig monoton. Das bedeutet, dass 0 < α <∞ existiert mit

∀x, y ∈ Rn α‖x− y‖22 ≤ 〈G(x)−G(y), x− y〉2.

Ferner sei G Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L und ρ > 0 erfülle

0 < ρ ≤ q :=
√

1− α2/L2.

Schließlich sei für gegebenes b ∈ Rn folgende Abbildung definiert

Φ : Rn → Rn, x 7→ x+ ρ(b−G(x)).

(a) Zeigen Sie ρ < 1.

(b) Für welche ρ > 0 ist Φ eine Kontraktion? Wie wählt man ρ optimal unter den obigen Voraussetzungen?

(c) Die C2-Funktion Φ : Rn → Rn sei strikt konvex mit D2Φ s.p.d. in Rn und kleinstem Eigenwert λ(D2Φ) ≥ α > 0,
ferner sei DΦ global Lipschitz-stetig. Zeigen Sie, dass die Abbildung G(x) := DΦ(x) die Voraussetzungen aus (a)
erfüllt.

Jede Aufgabe 16/3 Punkte.


